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Resumen 
 
Este artículo propone un nuevo circuito equivalente para modelar supercondensadores. El circuito propuesto es un 
arreglo de circuitos RC serie descritos por ecuaciones diferenciales fraccionarias conformables. Se implementa un 
algoritmo de identificación de parámetros del circuito equivalente, que utiliza como entrada datos experimentales. Los 
resultados de validación obtenidos muestran que un circuito equivalente que emplea el operador conformable puede 
ser utilizado para modelar el comportamiento real del supercondensador. 
 
Palabras clave: supercondensadores; derivada conformable; circuito equivalente; validación experimental; operador 
conformable. 
 
Abstract 
 
This paper proposes a new equivalent circuit to model supercapacitors. The proposed circuit is an array of RC branches 
described by differential conformable fractional derivative equations. A parameter identification algorithm based on 
experimental data is implemented. Validation results using experimental data show that the proposed equivalent circuit 
can be used to model the real behavior of the supercapacitors. 
 
Keywords: supercapacitors; conformable derivative; equivalent circuit; experimental validation; conformable 
operator. 
 
1. Introducción 
 
Los supercondensadores (SC) han tomado gran 
importancia en los últimos años. Dada su gran densidad 
de potencia y eficiencia en el almacenamiento y entrega 
de energía, se utilizan en aplicaciones tan diversas como, 
por ejemplo, la integración de energías renovables en las 
redes eléctricas [1, 2, 3], frenado regenerativo en 
vehículos híbridos [4], fuente de potencia en locomotoras 
eléctricas híbridas [5] y fuentes de suministro 
ininterrumpido de potencia UPS [6]. Aparte de sus 
aplicaciones, existe el interés de desarrollar modelos 
matemáticos con el propósito de describir su dinámica 
utilizando variables de operación V-I [7, 8]. Trabajos 
recientes han sugerido la posibilidad de usar el operador 
fraccional conformable para solucionar diversos 
problemas de ingeniería como la estimación de la vida 
útil de baterías de iones de litio [9], o para ofrecer una 
nueva visión para el análisis de circuitos eléctricos [10, 
11].  
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En este trabajo de investigación se propone usar el 
operador fraccional conformable para el modelado de 
supercondensadores. 
 
El artículo se organiza de la siguiente manera: en la 
sección 2 se describen brevemente los conceptos básicos 
del cálculo fraccional conformable y su aplicación en el 
modelado de circuitos RC. La sección 3 propone un 
nuevo circuito para modelar supercondensadores 
utilizando el operador fraccional conformable. La 
sección 4 presenta los resultados de su validación, 
mientras que la sección 5 compila las conclusiones. 
 
2. Derivada conformable 
 
Se habla de cálculo fraccional desde 1695 cuando 
Guillaume de l’Hôpital cuestionó el significado de 
𝑑𝑛𝑓
𝑑𝑥𝑛
 si 
n = 0, 5. Diversos autores han propuesto definiciones 
para derivadas e integrales fraccionaras [12, 13]. Dentro 
de estas definiciones se encuentran las de 
RiemannLiouville, Grunwald-Letnikov, Caputo, Weyl, 
Caputo y Fabrizio [14]. Todas las definiciones existentes 
cumplen la propiedad de linealidad. Pero la mayoría de 
estas definiciones no satisfacen las reglas del producto, 
del cociente y de la cadena, el teorema de Roll y el 
teorema del valor medio. Estas inconsistencias 
representan un problema para aplicaciones reales. Khalil 
[15] propuso una nueva definición de derivada 
fraccional, denominada Derivada Fraccional 
Conformable (DFC) que satisface los requisitos de la 
derivada estándar. 
 
2.1. Definición de derivada fraccionaria conformable 
DFC 
 
Según la definición propuesta en [15], la derivada 
fraccionaria conformable (DFC) se define de la siguiente 
manera: Dada una función f : [0, ∞). Entonces la derivada 
fraccional conformable de f de orden α se define por. 
 
𝑇∝(𝑓)(𝑡) = lím
𝜀→0
𝑓(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)
𝜀
 (1) 
 
para t > 0, α ∈ (0, 1] 
 
𝑇∝ denota el operador con el que se designa la derivada 
fraccionaria de orden α. Cuando α = 1, T1 coincide con la 
definición clásica (entera) de la primera derivada. De 
igual forma, la derivada fraccionaria de orden α cumple 
con las siguientes propiedades que, por limitación de 
espacio, no se presentan aquí sus demostraciones, 
 
• 𝑇∝ (𝑎𝑓 + 𝑏g) = 𝑎𝑇∝ (g),  para todo a, b ∈ ℝ 
• 𝑇∝ (𝑡
𝑝) = 𝑝𝑡𝑝−∝  para todo p ∈ ℝ  
• 𝑇∝(𝜆) = 0 para todas las funciones constantes 
𝑓(𝑡) =  𝜆 
• 𝑇∝(𝑓g) =  𝑓𝑇∝(g) + g𝑇∝(𝑓) 
• 𝑇∝ (
𝑓
g
) =
g𝑇∝(𝑓)−𝑓𝑇∝(g)
g2
 
• 𝑇∝ (𝑓)(𝑡) = 𝑡
1−∝ 𝑑𝑓
𝑑𝑡
(𝑡) 
 
2.2. Modelo de un circuito RC serie empleando DFC 
 
El modelo de un circuito RC serie, ilustrado en la figura 
1, se representa por la ecuación (2). Martínez [10] 
propuso un circuito RC serie empleando ecuaciones 
diferenciales fraccionales conformables, como se 
muestra en la ecuación (3). 
 
𝑑𝑉𝑐
𝑑𝑡
+
1
𝑅𝐶
𝑉𝑐 =
𝑒(𝑡)
𝑅𝐶
 (2) 
𝑑∝𝑉𝑐
𝑑𝑡∝
+
1
(𝑅𝐶)∝
𝑉𝑐 =
𝑒(𝑡)
(𝑅𝐶)∝
, 0 <∝< 1 (3) 
  
Utilizando la propiedad 6, esto es, 
 
𝑑𝑉𝑐
𝑑𝑡
=
1
𝑡1−∝
𝑑∝𝑉𝑐
𝑑𝑡∝
 (4) 
 
Ahora, utilizando esta propiedad se llega a la ecuación 
(5), 
 
𝑑𝑉𝑐
𝑑𝑡
+ 
1
(𝑅𝐶)∝
𝑡∝−1𝑉𝑐 =
1
(𝑅𝐶)∝
𝑡∝−1e(t) (5) 
 
para 0 < α ≤ 1  
 
Tomando como condición inicial 𝑉𝑐 (0) = 0 y asumiendo 
una tensión de alimentación constante e(t) = e0, se obtiene 
la siguiente solución analítica para 0 < α ≤ 1: 
 
𝑉𝑐𝑜𝑛𝑓(𝑡; α) = ℯ0 {1 − exp [−
1
α
(
𝑡
𝜏
)
α
]} (6) 
 
 
Figura 1. Circuito Resistencia Capacitancia - RC serie. 
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2.3. Modelo en diagrama de bloques del circuito RC 
serie empleando la DFC 
 
La tensión constante utilizada para la solución en (6), 
representa un caso ideal y no la realidad de la gran 
mayoría de problemas en ingeniería. Se propone una 
solución numérica empleando el diagrama de bloques 
ilustrado en la figura 2, con el objetivo de estudiar la 
influencia de diferentes tensiones de alimentación, 
lineales y no lineales. La validación del modelo numérico 
propuesto, la solución analítica presentada en [10], se 
compara con la solución obtenida implementando el 
diagrama de bloques. La figura 3 muestra los resultados 
obtenidos utilizando los siguientes parámetros: 
 
R=10MΩ, 𝐶 = 46𝜇𝐶,  ℯ0 = 1  ∝= 1,0,5,0,2 
 
Los resultados de la figura 3 representan las soluciones 
numéricas y sus correspondientes soluciones analíticas. 
 
3. Supercondensadores 
 
Los supercondensadores (SC) se componen de dos 
electrodos inmersos en un electrolito. Los electrodos 
usualmente están hechos de carbono y recubiertos por un 
dieléctrico [16]. La capacitancia de los SC aumenta al 
reducir la distancia entre los electrodos y al aumentar su 
superficie activa. La capacitancia en los SC es mucho 
mayor que en los capacitores eléctricos convencionales 
llegando a valores de kF. Sin embargo, debido a los 
materiales utilizados y la distancia corta entre electrodos, 
la tensión máxima en una celda de SC se reduce 
considerablemente (limitada alrededor de 3V). Para 
aumentar la tensión en los terminales, las celdas 
individuales de SC se conectan en serie.  
 
Zubieta [7] observó que la tensión de carga y descarga en 
los SC es similar a la que se obtiene en los capacitores 
eléctricos. También observó un fenómeno descrito como 
la redistribución interna de carga y propuso el circuito 
eléctrico ilustrado en la figura 4. 
 
3.1. Modelo de un Supercondensador utilizando la 
DFC 
 
Se seleccionó el modelo de Zubieta como base para hacer 
la representación del modelo de un SC empleando DFC. 
Este nuevo modelo se denomina modelo Zubieta-DFC. 
 
Los parámetros del circuito equivalente son: R1, R2, C0, 
C1, C2 y α. Este circuito Zubieta-DFC, puede modelar el 
comportamiento eléctrico de un supercondensador real. 
 
 
 
 
 
Figura 2. Diagrama de bloques del circuito RC serie 
empleando DFC. 
 
 
 
Figura 3. Resultados analíticos y numéricos de la 
solución para el circuito RC serie con DFC. 
 
 
Figura 4. Circuito equivalente Zubieta [7]. 
 
3.2. Caracterización del modelo 
 
Se implementa un algoritmo de identificación de 
parámetros con el fin de caracterizar el modelo 
propuesto. El algoritmo busca minimizar el error medio 
cuadrático entre los resultados de las simulaciones y 
resultados obtenidos experimentalmente. Se realizan dos 
pruebas, una de carga y otra de descarga.  
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La prueba de carga consiste en inyectar corriente al SC 
(el cual se encuentra descargado inicialmente), mediante 
una fuente programable hasta cargarlo a su tensión 
nominal. Para la prueba de descarga, se conecta una carga 
electrónica programable que descarga el SC hasta una 
tensión de 0 V. El montaje experimental se muestra en la 
figura 5. Por otro lado, el algoritmo de identificación de 
parámetros se muestra en la figura 6. El modelo 
implementado del SC tiene como entrada la corriente 
experimental y como salida la tensión simulada. La 
tensión de simulación se compara con la tensión 
experimental. 
4. Validación de resultados 
 
El modelo de Zubieta-DFC es implementado mediante su 
diagrama de bloques con el fin de permitir el uso de una 
fuente de tensión variable. Para validar el modelo 
propuesto, se realizaron pruebas experimentales usando 
dos tipos de supercondensadores: SAFT 270V 32F y 
Maxwell 2.7V 100F mostrados en las figuras 7 y 8, 
respectivamente. 
 
 
 
 
1. Carga electrónica DC. 2. Fuente de corriente DC.  3. Sensor efecto Hall 
4. Supercondensadores 5. Sonda diferencial 6. Adquisición de datos 
7. LabVIEW PCI 6229 
Figura 5. Montaje experimental. 
 
Figura 6. Algoritmo de identificación de parámetros. 
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4.1. Validación 1. SC 270V 32F SAFT 
 
Para una primera evaluación se utilizó un 
supercondensador de uso frecuente en vehículos 
eléctricos híbridos [8]. El supercondensador fabricado 
por SAFT tiene valores nominales, 32F-270V. Con el SC 
descargado, se aplica la corriente de carga constante 
similar a la propuesto por Zubieta, hasta llegar a su 
tensión nominal.  
Los valores de corriente y tensión obtenidos 
experimentalmente se utilizaron como insumo para el 
algoritmo ilustrado en la figura 6. La figura 9 muestra los 
resultados obtenidos experimentalmente y en simulación, 
pero incluyendo el conjunto de parámetros obtenidos y 
que minimizan el error cuadrático medio. 
 
Se observa que los resultados obtenidos mediante 
simulación corresponden claramente con los resultados 
obtenidos experimentalmente. Se obtiene un valor un 
error cuadrático medio de 1,053 V2. 
 
Se resalta el hecho que la solución con el menor error 
absoluto medio se obtiene con un valor de α ≠ 1. Es decir, 
los resultados obtenidos con el circuito Zubieta-DFC se 
acercan más al comportamiento real que los obtenidos 
con el modelo de Zubieta original. 
 
4.2. Validación 2. SC Maxwell 100F 2.7 V 
 
Para la segunda evaluación se utiliza el 
supercondensador de baja potencia ilustrado en la figura 
8 y el montaje experimental presentado en la figura 5. El 
supercondensador es fabricado por Maxwell con valores 
nominales 100F 2.7 V. Se aplican sucesivamente 
corrientes de carga y de descarga como se ilustra en la 
figura 10. 
 
Se puede observar que los resultados obtenidos mediante 
las simulaciones se ajustan bastante bien. Se obtiene un 
error cuadrático medio de 7.2e-4V2. 
 
 
Figura 7. Supercondensadores SAFT 32F 270V. 
 
 
 
Figura 8. Supercondensador Maxwell 100F 2.7V. 
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Los parámetros obtenidos con el algoritmo, para SAFT 
32F 270V y Maxwell 100 F 2.7V se presentan en la tabla 
1 respectivamente. Con el objetivo de cuantificar el error 
entre los conjuntos de datos para caso, se calcula la raiz 
del error cuadrático medio (RMSE del inglés Root Mean 
Squared Error) como se muestra en la tabla 2. Se observa 
que el error es menor cuando se emplea el modelo DFC 
(α , 1,0<α ≤ 1) en comparación al emplear el modelo 
clásico (α = 1). 
 
 
 
 
Figura 9. Resultados experimentales y de simulación de UC SAFT 32F 270V. 
 
 
Figura 10. Resultados experimentales y de simulación Maxwell 100F, 2.7V. 
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Tabla 1. Parámetros de los SC obtenidos con el 
algoritmo de identificación 
 
Parámetro SAFT 32F 270V 
Maxwell 100 F 
2.7V 
α 0.9112 0.9604 
R1 0.16 Ω 1.1758 Ω 
R2 135.21 Ω 34.6251 Ω 
C0 68.70 mF 0.9660 F 
C1 14.90 F 75.4935 F 
C2 3.32 F 24.7556 F 
 
Tabla 2. Comparación RMSE entre modelos 
 
Tipo de SC Clásico α = 1 DFC α ≠ 1 
SAFT 32F 270V 1.4204V 1.0622V 
Maxwell 100F 2.7 V 0.0644V 0.0268V 
 
5. Conclusiones 
 
En este trabajo se propuso un modelo de circuito 
equivalente que describe el comportamiento de un 
supercondensador. Este modelo consiste en un arreglo de 
circuitos RC basado en el circuitos propuesto por Zubieta 
pero utilizando ecuaciones diferenciales conformables. 
 
Se observa una ligera mejoría que sugiere que el modelo 
DFC puede entregar mejores resultados que el modelo 
clásico. En trabajos futuros se podrían realizar más 
pruebas experimentales variando los perfiles de corriente 
de carga y de descarga. 
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